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где f :R1×Rn×Rn→Rn — непрерывное отображение, удовлетворяющее следующему усло-
вию

f(t,−x,−y) = −f(t, x, y).
Нас будет интересовать задача существования решений уравнения (2), определенных на
отрезке [0, T ] и удовлетворяющих следующим условиям:

Li(x(·)) = 0, i = 1, 2, ..., k (3)

max
t∈[0,T ]

||x(t)|| = N, (4)

где N – некоторое фиксированное положительное число.
Обозначим

∑
N,L([0, T ]) множество решений задачи (2, 3, 4). Дадим операторную трак-

товку задачи (2), (3), (4).
Пусть f̂ :D(M)→C[0,T ] — оператор суперпозиции, опеределенный следующим образом:

y(t) = f̂(x)(t) = f(t, x(t), x′(t)).

Рассмотрим оператор g :C[0,T ]→C[0,T ]×Rk такой, что g(x)= (f̂(x), 0).
Л е м м а 2. Оператор g является нечетным и M -вполне непрерывным.
На основе предыдущих лемм и теоремы доказывается следующее утверждение:
Т е о р е м а 2. При сделанных предположениях множество

∑
N,L([0, T ]) ̸= Ø и

dim(
∑

N,L([0, T ]))> 2n− k− 1.
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Gubina S.S. THEOREM BORSUK-ULAM FOR QUASIINVERTIBILITY OPERATORS. SOME
APPLICATIONS

The new version of the infinite-dimensional Borsuk-Ulam, which surjective operator A is a quasi-
reversible and is an application of this theore is discussed.
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Рассматривается задача об аппроксимации множеств достижимости нелинейной управ-
ляемой системы с фазовыми ограничениями, заданными в виде неравенства или си-
стемы неравенств. Изучается аналог метода штрафных функций, состоящий в замене
исходной системы с фазовыми ограничениями вспомогательной системой без ограни-
чений, посредством сужения множества скоростей исходной системы. Доказана сходи-
мость аппроксимирующих множеств в хаусдорфовой метрике и получена оценка ско-
рости сходимости.
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В [1] предложена процедура замены дифференциального включения с выпуклым фазо-
вым ограничением семейством дифференциальных включений без фазовых ограничений,
позволяющая получить внешние аппроксимации для траекторных трубок и множеств до-
стижимости. В [2] рассмотрен аналог метода внутренних штрафных функций для внут-
ренней аппроксимации множества достижимости нелинейной системы с фазовым ограни-
чением, заданным в виде множества уровня гладкой функции. В данной работе результаты
[2] распространяются на фазовые ограничения, заданные в виде системы неравенств, кро-
ме того получены оценки точности аппроксимации. Метод получения оценок опирается на
результаты статьи [3].

Рассматривается нелинейная управляемая система

ẋ = f(x, u), t0 6 t 6 t1, x(t0) = x0, (1)

x∈Rn, u∈Rr. Ограничение на управление имеет вид u(t)∈U, t∈ [t0, t1], где U — ком-
пакт в Rr, в качестве управлений рассматриваем измеримые функции u : [t0, t1]→U.

Будем далее считать, что отображение f(x, u) :Rn×U→Rn удовлетворяет следующим
условиям: 1) f(x, u) непрерывно и локально липшицево по x равномерно по u; 2) выпол-
нено условие подлинейного роста: ∃C > 0, ∥f(x, u)∥6C(1+ ∥x∥), (x, u)∈Rn×U ;
3) множество f(x,U) выпукло для любого x.

Пусть фазовые ограничения для системы (1) заданы в виде x(t)∈ S, где множество
S – непустое компактное множество, представимое как множество решений системы нера-
венств: S= {x∈Rn : gi(x)6 0, i=1, ...,m}, gi(x), i=1, ...,m, — непрерывно дифференциру-
емые функции. Для каждого x∈S обозначим I(x)= {i : gi(x)=0}. Будем далее предпола-
гать, что выполнены следующие условия.

У с л о в и е 1. Для каждого x∈S, если I(x) ̸=∅, то векторы-градиенты ∇gi(x), i∈ I(x),
линейно независимы.

У с л о в и е 2. Для каждого x∈ ∂S и ненулевого вектора p=
∑

i∈I(x) λi∇gi(x), λi> 0,

выполнено неравенство minu∈U p
⊤f(x, u)< 0.

Последнее условие обеспечивает слабую инвариантность фазовых ограничений относи-
тельно управляемой системы, т. е. для любого начального состояния x(t0) = x0 ∈S суще-
ствует траектория системы (1), удовлетворяющая ограничению x(t)∈S, t∈ [t0, t1].

Пусть k>0. Определим множество Uk(x)={u∈U :∇g⊤i (x)f(x, u)6−kgi(x), i=1, ...,m}.
У т в е р ж д е н и е 1. Пусть выполнены Условия 1, 2. Существует k0>0 такое, что

при k> k0 Uk(x) ̸= ∅ ∀x∈S .
Пусть θ ∈ [t0, t1], x0 ∈S. Обозначим через G(θ) множество достижимости в момент θ

для системы (1) с фазовыми ограничениями x(t)∈S, t∈ [t0, t1] из начального состояния
x(t0) = x0. Пусть Gk(θ) — множество достижимости для системы ẋ= f(x, u), u∈Uk(x),
из того же начального состояния.

У т в е р ж д е н и е 2. При достаточно больших k Gk(θ) ̸= ∅, Gk1(θ)⊂Gk2(θ)⊂G(θ)
при k1<k2.

Пусть Ŝ — замыкание дополнения S в Rn. Обозначим d(x)=miny∈Ŝ ∥x− y∥, d(x) —
евклидово расстояние от x до Ŝ.

Л е м м а 1. Пусть m=1, то есть S= {x∈Rn : g1(x)6 0}, и пусть выполнено условие
1, которое в данном случае эквивалентно требованию, чтобы ∇g1(x) ̸= 0 при g(x) = 0.
Тогда существует константа L> 0 такая, что d(x)6−Lg1(x)∀x∈S.

Л е м м а 2. Пусть функции gi(x), i= 1, ...,m, выпуклы и удовлетворяют условию
Слейтера: ∃x̄∈ S, gi(x̄)< 0, i=1, ...,m. Тогда существует константа L> 0 такая, что
d(x)6−Lg(x) ∀x∈S, где g(x)=maxi gi(x) .
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Заметим, что из условия 1 следует условие Слейтера. Обозначим через h(A,B) хау-
сдорфово расстояние между ограниченными множествами A,B⊂Rn.

Т е о р е м а 1. Если m=1, ограничения задачи удовлетворяю условиям 1, 2 и x0 —
внутренняя точка S, то существуют k0> 0,M > 0 такие, что для любого k >k0 спра-
ведливо неравенство

h(Gk(θ), G(θ)) 6M
1

k
. (2)

Т е о р е м а 2. Пусть функции gi(x), i=1, ...,m, выпуклы и удовлетворяют условиям 1,
2 и x0 — внутренняя точка S. Тогда существуют k0> 0,M > 0 такие, что для любого
k >k0 справедливо неравенство (2).
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Gusev M.I. INTERNAL APPROXIMATIONS OF REACHABLE SETS OF NONLINEAR CONT-
ROL SYSTEM WITH STATE CONSTRAINTS

The paper is devoted to the problem of approximating of reachable sets of a nonlinear control system
with state constraints given by the system of inequalities. An analog of a penalty function method is
proposed which consists in replacing of the primary system by auxiliary system without state constraints.
It is shown that a reachable set of the primary system may be approximated in Hausdorff metric by the
reachable sets of auxiliary system and the estimates of the rate of convergence are given.
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ПАРАМЕТРА СОВМЕСТНОСТИ
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Рассматривается задача вычисления минимального значения скалярного параметра,
при котором зависящая от этого параметра система невыпуклых неравенств имеет ре-
шение в пределах заданного множества. Само это решение также подлежит нахож-
дению. В случае, когда оно не единственно, достаточно найти любое из решений. При
этом точные данные о системе и о множестве допустимых решений неизвестны, доступ-
ны некоторые их приближения. Для решения задачи предлагается регуляризирующий
итерационный алгоритм, основанный на принципе экстремального сдвига Н.Н. Красов-
ского.
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